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Uzycie algorytmoéw najkrétszych sciezek

o Floyd-Warshall O(n®) preprocessing, O(n?) pamie¢, O(1)
zapytanie.
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o Floyd-Warshall O(n®) preprocessing, O(n?) pamie¢, O(1)
zapytanie.

o Alternatywa?

@ Uzyjmy Algorytmu Dijkistry!

@ Preprocessing O(1), $wietnie!

e Pamie¢? O(n+ m), optymalnie!
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Uzycie algorytmoéw najkrétszych sciezek

Floyd-Warshall O(n®) preprocessing, O(n?) pamig¢, O(1)
zapytanie.

Alternatywa?

Uzyjmy Algorytmu Dijkistry!
Preprocessing O(1), Swietnie!
Pamie¢? O(n+ m), optymalnie!
Czas zapytania? :(

O(m + nlogn), troche stabo...
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@ Sprébujmy wstrzeli¢ sie pomiedzy te dwa podejscial
@ Bedziemy patrzeé¢ na:
© Preprocessing, przydatoby sie lepiej niz O(n%)...
@ Pamie¢, przydatoby sie lepiej niz O(n?)...
© Czas zapytania, przydatoby sie lepiej niz O(n+ m)...
@ Mozemy sie pokusi¢, by uzyska¢ dobre wyniki, na nieco gorsze
odpowiedzi niz faktyczne.
@ Zgodzimy sie, zeby algorytm zwracat nam wyniki gorsze niz
optymalny (niewiele gorsze), ale wraz z dowodem poprawnosci
ich dtugosci.
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Bohater referatu - Approximate Distance Oracle

@ Approximate Distance Oracle (January 2005, Mikkel Thorup,
Uri Zwick)
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Bohater referatu - Approximate Distance Oracle

@ Approximate Distance Oracle (January 2005, Mikkel Thorup,
Uri Zwick)

e Wyrocznia odpowiadajaca na zapytania o odlegtosc d(u, v) i
zwracajaca d(u, v).
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® Wyrocznia odpowiadajaca na zapytania o odlegtosc o(u,v)i
zwracajaca d(u, v).

o Wynik, moze by¢ nieoptymalny, ale bedzie zgodne ze
stretch’'em w, takim, ze dla kazdego u, v:

S(u,v) < 6(u,v) <w-d(u,v).
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@ Approximate Distance Oracle (January 2005, Mikkel Thorup,
Uri Zwick)

® Wyrocznia odpowiadajaca na zapytania o odlegtosc o(u,v)i
zwracajaca d(u, v).

o Wynik, moze by¢ nieoptymalny, ale bedzie zgodne ze
stretch’'em w, takim, ze dla kazdego u, v:

S(u,v) < 6(u,v) <w-d(u,v).

@ Stretch dla wyroczni bedzie parametryzowany liczba k.
@ Dla dowolnego k istnieje wyrocznia aproksymujaca odlegtosci
spetniajaca:
Q w=(2k-1).
@ Ztozonosc pamigciowa O(kn*1/k).
© Preprocessing O(kmn'/¥).
@ Zapytanie O(k), czyli state?
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@ Dla dowolnego k istnieje wyrocznia aproksymujaca odlegtosci
spetniajaca:
Q w=(2k-1).
@ Oczekiwana ztozonosc pamigciowa O(kn'+1/k),
© Preprocessing O(kmn'/¥).
Q Zapytanie O(k).
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@ Dla dowolnego k istnieje wyrocznia aproksymujaca odlegtosci
spetniajaca:

Q w=(2k-1).
@ Oczekiwana ztozonosc pamigciowa O(kn'+1/k),
© Preprocessing O(kmn'/¥).
@ Zapytanie O(k).
o Dla k = 1 mamy O(n**%/1) = O(n?) pamie¢, O(mn)
preprocesing i O(1) zapytanie, co to?
@ Roéwnowazny algorytm dla Floyd-Warshall'a.
e Dla k =2 mamy O(ny/n) pamieg, ale stretch wynosi w = 3.
e Dla k = log n mamy
O(logn-n-n'/'&m) = O(logn- n-2) = O(nlog n) pamiec,
zapytanie O(log n) oraz stretch w = log n.
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@ Dla dowolnego k istnieje wyrocznia aproksymujaca odlegtosci
spetniajaca:
Q w=(2k-1).
@ Oczekiwana ztozonosc pamigciowa O(kn'+1/k),
© Preprocessing O(kmn'/¥).
@ Zapytanie O(k).
o Dla k = 1 mamy O(n**%/1) = O(n?) pamie¢, O(mn)
preprocesing i O(1) zapytanie, co to?
@ Roéwnowazny algorytm dla Floyd-Warshall'a.
e Dla k =2 mamy O(ny/n) pamieg, ale stretch wynosi w = 3.
e Dla k = log n mamy
O(logn-n-n'/'&m) = O(logn- n-2) = O(nlog n) pamiec,
zapytanie O(log n) oraz stretch w = log n.
k = w(logn)?
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Gtéwny pomyst

e Randomizowany algorytm (mozna go zderandomizowa¢ matym
kosztem czasu konstrukgji).
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Gtéwny pomyst

Randomizowany algorytm (mozna go zderandomizowa¢ matym
kosztem czasu konstrukgji).

Bunches. ..

Najpierw, skonstruujmy zbiory
V=AD..DA,_1DA,=0.
Vo<i<kVV : P(V S A,‘|V S A,'_1) = nfl/k

Czyli, czes¢ wierzchotkéw z A; przetrwa do A;y1, kazdy ma te
“1/k

sama szanse p = n
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Gtéwny pomyst

e Randomizowany algorytm (mozna go zderandomizowa¢ matym
kosztem czasu konstrukgji).

@ Bunches...

@ Najpierw, skonstruujmy zbiory
V=AD..DA,_1DA,=0.

@ YocickVv:P(veAjveA_1)= n—1/k

@ Czyli, czes¢ wierzchotkéw z A; przetrwa do A;;1, kazdy ma te
sama szanse p = n~ /K.

o Wtedy: E(#A;))=n-p' =n.n~/k = pl=i/k,

@ Intuicja? Zbiory A; maleja w "regularny" sposéb, az do zbioru
pustego.
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] V:AoD...DAnflenzm.
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o V=AD..DA,_1DA,=0.
) \V/0<,'<kVVZP(V€A|VEA, 1)
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] V:AoD...DAnflenzm.
@ YocickVv: P(v e Ajlve Ai_y) = nl/k

o Zdefiniujemy Bunch dla wierzchotka jako

B(v) = Uf‘;ol Bi(v).
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] V:AoD...DAnflenzm.
@ YocickVv: P(v e Ajlve Ai_y) = nl/k
o Zdefiniujemy Bunch dla wierzchotka jako

B(v) = Uf‘;ol Bi(v).

Gdzie Bi(v) = {w € A; \ Aji11|0(w, v) < 6(Ait1,v)}.
W B;(v) sa te wierzchotki w, ktére znikng w nastepne;j
warstwie, a s3 blizej niz najblizszy z nastepnej warstwy.
tatwo pokazaé¢, ze E[#B;(v)] < n'/k, wiec

E[#B(v)] < knl/k.
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] V:AoD...DAnflen:@.
@ YocickVv: P(v e Ajlve Ai_y) = nl/k

o Zdefiniujemy Bunch dla wierzchotka jako
B(v) = Uf‘;olB,-(v).

Gdzie Bi(v) = {w € A; \ Aji11|0(w, v) < 6(Ait1,v)}.

W B;(v) sa te wierzchotki w, ktére znikng w nastepne;j
warstwie, a s3 blizej niz najblizszy z nastepnej warstwy.
tatwo pokazaé¢, ze E[#B;(v)] < n'/k, wiec

E[#B(v)] < knl/k.

Jesli dla kazdego wierzchotka bedziemy trzyma¢ B(v) zajmie
nam to O(kn**1/k) pamieci.

(]
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] V:AoD...DAnflen:@.
@ YocickVv: P(v e Ajlve Ai_y) = nl/k

o Zdefiniujemy Bunch dla wierzchotka jako
B(v) = Uf‘;olB,-(v).

o Gdzie Bi(v) = {w € A; \ Aji11|0(w, v) < §(Ait1,v)}.

e W Bj(v) sa te wierzchotki w, ktére znikng w nastepne;j
warstwie, a s3 blizej niz najblizszy z nastepnej warstwy.

o tatwo pokaza¢, ze E[#Bi(v)] < n'/k, wiec
E[#B(v)] < knl/k.

o Jesli dla kazdego wierzchotka bedziemy trzymac B(v) zajmie
nam to O(kn**1/k) pamieci.

e Dodatkowo potrzebujemy dla kazdego i, v zna¢ swiadka p;(v)
takiego, ze §(A;,v) = d(pi(v), v).
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Bunches, diagram
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o Algorytm query(u, v) dziatajacy w O(k).
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o Algorytm query(u, v) dziatajacy w O(k).
e procedure query,(u,v)
i+ 0
W u
while w ¢ B(v) do
i—i+1
swap(u, v)
w <+ pi(u)
end while
return 6(u, w) + d(w, v)
end procedure
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Stretch dla query

o W kazdej iteracji petli while dystans miedzy v a w zwiekszy sie
o co najwyzej o(u, v).
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o W kazdej iteracji petli while dystans miedzy v a w zwiekszy sie
o co najwyzej o(u, v).
e Wtedy pod koniec mamy, ze §(u, w) < (k — 1)o(u, v).
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Stretch dla query

o W kazdej iteracji petli while dystans miedzy v a w zwiekszy sie
o co najwyzej 6(u, v).
e Wtedy pod koniec mamy, ze §(u, w) < (k — 1)o(u, v).

o Czyli
0(u, v) = 6(u,w) +5(w, ) S(u,w)+ (0(w, u) +d6(w,v)) =
26(u, w) +6(u, v) < (2k = 1)é(u, v).
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Stretch dla query

o W kazdej iteracji petli while dystans miedzy v a w zwiekszy sie
o co najwyzej 6(u, v).
e Wtedy pod koniec mamy, ze §(u, w) < (k — 1)o(u, v).

o Czyli
0(u, v) = 6(u,w) +8(w, v) < 6(u,w)+ (6(w, u) +5(w,v)) =
20(u,w) + 0(u,v) < (2k — 1)d(u, v).

o Co daje nam stretch w =2k — 1.
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Stretch dla query

o W kazdej iteracji petli while dystans miedzy v a w zwiekszy sie
o co najwyzej 6(u, v).

Wtedy pod koniec mamy, ze 6(u, w) < (k — 1)d(u, v).

Czyli
0(u, v) = 6(u,w) +8(w, v) < 6(u,w)+ (6(w, u) +5(w,v)) =
20(u,w) + 0(u,v) < (2k — 1)d(u, v).

Co daje nam stretch w = 2k — 1.

(]

Tak naprawde doktadna konstrukcja bunchy nie jest istotna dla
stretcha. Co to znaczy?
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Stretch dla query

o W kazdej iteracji petli while dystans miedzy v a w zwiekszy sie
o co najwyzej o(u, v).

Wtedy pod koniec mamy, ze 6(u, w) < (k — 1)d(u, v).

Czyli

o(u,v) =0(u,w)+d(w,v) < 6(u,w)+ (6(w, u) +d(w, v)) =
20(u,w) +0(u,v) < (2k —1)o(u, v).

Co daje nam stretch w = 2k — 1.

(]

Tak naprawde doktadna konstrukcja bunchy nie jest istotna dla
stretcha. Co to znaczy?

Mozna tez 'poprawi¢’ jako$¢ rozwigzan.
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Stretch dla query

o W kazdej iteracji petli while dystans miedzy v a w zwiekszy sie
o co najwyzej 6(u, v).

e Wtedy pod koniec mamy, ze §(u, w) < (k — 1)o(u, v).

o Czyli
o(u,v) =0(u,w)+d(w,v) < 6(u,w)+ (6(w, u) +d(w, v)) =
20(u,w) + 0(u,v) < (2k — 1)d(u, v).

o Co daje nam stretch w =2k — 1.

@ Tak naprawde doktadna konstrukcja bunchy nie jest istotna dla
stretcha. Co to znaczy?

@ Mozna tez 'poprawi¢’ jako$¢ rozwigzan.
e Mimo, ze §(u,v) = §(v, u) to moze by¢, ze 5(u, v) # 5(v, u).
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Konstrukcja Sciezki

e Konstrukcja sciezki jest troche bardziej techniczna, opiera sie
na konstrukgji zbioréw Cluster.

C(W €A \ A,‘+1) = {V evVv ’ (5(W, V) < (S(A,'_H_, V)}
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Konstrukcja Sciezki

e Konstrukcja sciezki jest troche bardziej techniczna, opiera sie
na konstrukgji zbioréw Cluster.

C(W €A \ A,‘+1) = {V evVv ’ (5(W, V) < (S(A,'_H_, V)}

e Co ciekawe s3 one dualne do Bunches: Cluster C(w) spetnia,
zev e C(w) < w e B(v).
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Konstrukcja Sciezki

e Konstrukcja sciezki jest troche bardziej techniczna, opiera sie
na konstrukgji zbioréw Cluster.
C(w € Ai\ Aipr) ={v e V[i(w,v) < 0(Ait1,v)}
e Co ciekawe s3 one dualne do Bunches: Cluster C(w) spetnia,
zev e C(w) < w e B(v).
eweB(v)eweA\ A1 Ad(w,v) < (A1, v) e v e
C(w).
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Konstrukcja Sciezki

e Konstrukcja sciezki jest troche bardziej techniczna, opiera sie
na konstrukgji zbioréw Cluster.

C(W €A \ A,‘+1) = {V evVv ’ (5(W, V) < (S(A,'_H_, V)}
e Co ciekawe s3 one dualne do Bunches: Cluster C(w) spetnia,
zev e C(w) < w e B(v).
eweB(v)eweA\ A1 Ad(w,v) < (A1, v) e v e
C(w).
e tatwo obliczy¢ C(w), po prostu SSSP?
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Konstrukcja Sciezki

e Konstrukcja sciezki jest troche bardziej techniczna, opiera sie
na konstrukgji zbioréw Cluster.

C(W €A \ A,‘+1) = {V evVv ’ (5(W, V) < (S(A,'_H, V)}

e Co ciekawe s3 one dualne do Bunches: Cluster C(w) spetnia,
zev e C(w) < w e B(v).

eweB(v)eweA\ A1 Ad(w,v) < (A1, v) e v e
C(w).

e tatwo obliczy¢ C(w), po prostu SSSP?

e Majac wszystkie C(w) mozemy tatwo skonstruowa¢ wszystkie
B(v), tak tez wyglada preprocessing!

Michat Zwonek Approximate Distance Oracles



Konstrukcja Sciezki

e Konstrukcja sciezki jest troche bardziej techniczna, opiera sie
na konstrukgji zbioréw Cluster.

C(W €A \ A,‘+1) = {V evVv ’ (5(W, V) < (S(A,'_H, V)}

e Co ciekawe s3 one dualne do Bunches: Cluster C(w) spetnia,
zev e C(w) < w e B(v).

eweB(v)eweA\ A1 Ad(w,v) < (A1, v) e v e
C(w).

e tatwo obliczy¢ C(w), po prostu SSSP?

e Majac wszystkie C(w) mozemy tatwo skonstruowa¢ wszystkie
B(v), tak tez wyglada preprocessing!

@ Zapamietujemy tez drzewo najkrétszej Sciezki rozpinajace
C(w) dla kazdego w.
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Konstrukcja Sciezki

Konstrukcja Sciezki jest troche bardziej techniczna, opiera sie
na konstrukgji zbioréw Cluster.

C(W €A \ A,‘+1) = {V evVv ’ (5(W, V) < (S(A,'_H, V)}

Co ciekawe s3 one dualne do Bunches: Cluster C(w) spetnia,
zev e C(w) < w e B(v).

we B(v) e we A\ Aipr Ad(w,v) < 6(Ait1,v) & v e
C(w).

tatwo obliczy¢ C(w), po prostu SSSP?

Majac wszystkie C(w) mozemy fatwo skonstruowaé wszystkie
B(v), tak tez wyglada preprocessing!

Zapamietujemy tez drzewo najkrétszej Sciezki rozpinajace
C(w) dla kazdego w.

Dokfadnie z tego drzewa korzystamy konstruujac Sciezke
miedzy u, v.
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Konstrukcja Sciezki

Konstrukcja Sciezki jest troche bardziej techniczna, opiera sie
na konstrukgji zbioréw Cluster.

C(W €A \ A,‘+1) = {V evVv ’ (5(W, V) < (S(A,'_H, V)}

Co ciekawe s3 one dualne do Bunches: Cluster C(w) spetnia,
zev e C(w) < w e B(v).

we B(v) e we A\ Aipr Ad(w,v) < 6(Ait1,v) & v e
C(w).

tatwo obliczy¢ C(w), po prostu SSSP?

Majac wszystkie C(w) mozemy fatwo skonstruowaé wszystkie
B(v), tak tez wyglada preprocessing!

Zapamietujemy tez drzewo najkrétszej Sciezki rozpinajace
C(w) dla kazdego w.

Dokfadnie z tego drzewa korzystamy konstruujac Sciezke
miedzy u, v.

Ciekawym jest, ze trasa skonstruowana moze by¢ lepsza niz
0(u, v), ale nie gorszal
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Ulepszenia Oryginalnego Oracle'a

@ Query time O(log k) (Christian Wulff-Nilsen 2012)
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Ulepszenia Oryginalnego Oracle'a

@ Query time O(log k) (Christian Wulff-Nilsen 2012)

e Wyrafinowany i nieoczywisty Binary Search.
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Ulepszenia Oryginalnego Oracle'a

@ Query time O(log k) (Christian Wulff-Nilsen 2012)
e Wyrafinowany i nieoczywisty Binary Search.

@ Query time O(1), ktéra jest hybryda oryginalnej wyroczni i
wyroczni o czasie O(1) z 128k stretch. (Shiri Chechik 2014)
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Ulepszenia Oryginalnego Oracle'a

@ Query time O(log k) (Christian Wulff-Nilsen 2012)
e Wyrafinowany i nieoczywisty Binary Search.

@ Query time O(1), ktéra jest hybryda oryginalnej wyroczni i
wyroczni o czasie O(1) z 128k stretch. (Shiri Chechik 2014)

@ Niesamowicie skomplikowany i nieklepalny (przynajmniej dla
mnie).
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Ulepszenia Oryginalnego Oracle'a

@ Query time O(log k) (Christian Wulff-Nilsen 2012)

e Wyrafinowany i nieoczywisty Binary Search.

@ Query time O(1), ktéra jest hybryda oryginalnej wyroczni i
wyroczni o czasie O(1) z 128k stretch. (Shiri Chechik 2014)

@ Niesamowicie skomplikowany i nieklepalny (przynajmniej dla
mnie).

o Kiedy przydatby sie O(log k)? Zeby miat sens to k powinno
by¢ znaczaco wieksze niz 10.
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Ulepszenia Oryginalnego Oracle'a

@ Query time O(log k) (Christian Wulff-Nilsen 2012)

e Wyrafinowany i nieoczywisty Binary Search.

@ Query time O(1), ktéra jest hybryda oryginalnej wyroczni i
wyroczni o czasie O(1) z 128k stretch. (Shiri Chechik 2014)

@ Niesamowicie skomplikowany i nieklepalny (przynajmniej dla
mnie).

o Kiedy przydatby sie O(log k)? Zeby miat sens to k powinno
by¢ znaczaco wieksze niz 10.

o Ale dla k = 10 mamy ztozonoé¢ O(kn'1?), wiele wiecej nie
wyciagniemy...
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Implementacja

e Wyrocznie O(n), O(logn) i ich polepszane warianty.
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Implementacja

e Wyrocznie O(n), O(logn) i ich polepszane warianty.

o Konstruowanie $ciezki.
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Implementacja

e Wyrocznie O(n), O(logn) i ich polepszane warianty.
@ Konstruowanie Sciezki.

@ Wszystko w C++ z whasnymi alokatorami pamieci -
weryfikacja ztozonosci pamieciowe;...
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Implementacja

e Wyrocznie O(n), O(logn) i ich polepszane warianty.

@ Konstruowanie Sciezki.

@ Wszystko w C++ z whasnymi alokatorami pamieci -
weryfikacja ztozonosci pamieciowe;...

@ Testowane na réznych grafach, losowych, ale tez na grafie sieci
drog USA.
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o ®(u,v) =6(u,v)/6(u,v)

14
Err(DO) = E[(®(u,v)~1)*] = <Z(¢(U, v) — 1)2> (#V)7?

u,v
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o ®(u,v)=46(u,v)/d(u,v)
14
Err(DO) = E[(®(u, v)~1)’] = <Z(¢(U, v) — 1)2> (#V)7?

e Faktyczne wyniki duzo lepsze niz pesymistyczny stretch.

Michat Zwonek Approximate Distance Oracles



o ®(u,v) =6(u,v)/6(u,v)

4

Err(DO) = E[(®(u,v)~1)*] = <Z(¢(U, v) — 1)2> (#V)7?

u,v

e Faktyczne wyniki duzo lepsze niz pesymistyczny stretch.

@ Srednia Err dla niepolepszanej wyroczni wyniosta 0.168579.
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o ®(u,v) =6(u,v)/6(u,v)

v
Err(DO) = E[(®(u, v)—1)’] = <Z(¢(u, v) — 1)2> (#V) 7?2
e Faktyczne wyniki duzo lepsze niz pesymistyczny stretch.
@ Srednia Err dla niepolepszanej wyroczni wyniosta 0.168579.

o Srednia Err dla polepszanych wyroczni wyniosta okoto
0.100316.

Michat Zwonek Approximate Distance Oracles



o ®(u,v)=46(u,v)/d(u,v)

v
Err(DO) = E[(®(u, v)—1)’] = <Z(¢(u, v) — 1)2> (#V) 7?2
e Faktyczne wyniki duzo lepsze niz pesymistyczny stretch.
@ Srednia Err dla niepolepszanej wyroczni wyniosta 0.168579.

o Srednia Err dla polepszanych wyroczni wyniosta okoto
0.100316.

e k €{1,2,3} wydaje sie by¢ wystarczajaco dobre dla wiekszosci
praktycznych zastosowan.
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tch, a pamiec

e Empirical stretch to najgorszy uzyskany stretch ®(u, v)

Memory usage for n = 2048
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Empirical stretch for n = 2048
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Rozktad ®(u, v)

2048_augmented(BasicDO)_almost_clique.stats
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Rozktad ®(u, v)

2048_augmented(BasicDO)_tree.stats

Michat Zwonek Approximate Distance Oracles



Rozktad ®(u, v) dla USRoads

@ n = 129164, m = 165435, k = 3, faktycznie najgorszy
osiggniety stretch to 4.38462
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Rozktad ®(u, v) dla USRoads

@ n = 129164, m = 165435, k = 3, faktycznie najgorszy
osiggniety stretch to 4.38462

usroads.stats

T T T T T T T
100 1.25 1.50 175 2.00 225 250 275 3.00
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Dziekuje za uwage

o Dziekuje za uwage!
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