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Inscribed square problem - intuicja

Inscribed square conjecture (Otto Toeplitz, 1911)

Na kazdej ciagtej zamknietej krzywej na ptaszczyznie da sie wpisa¢ kwadrat.
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Krzywa Jordana

Odwzrowanie ciagte przedziatu («, 3) w ptaszczyzne nazywa sie krzywa v na ptaszczyznie.
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Krzywa zamknieta

Krzywa v odwzorowujaca przedziat («, ) nazwiemy zamknieta, jezeli v(a) = v(5).
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Krzywa Jordana

Krzywa Jordana nazywamy krzywa zamknieta odwzorowujaca przedziat («, f3)
réznowartosciowa w przedziale {t : oo < t < 3}

Inaczej: homeomorficzny obraz okregu na ptaszczyznie.
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Krzywa Jordana
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Krzywa Jordana
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Krzywa Jordana

Nie wymagamy, aby kwadrat byt w catosci 'w srodku’ krzywej - inaczej wiemy, ze hipoteza jest
fatszywa.
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Trapezy specjalne

Trapez specjalny

Niech x1,...,xs beda punktami lezacymi na okregu S' w porzadku zgodnie ze wskazéwkami
zegara, oraz P; = v(x;) Trapezem specjalnym nazwiemy 4 punkty s1,. .., ss, spetniajace:

) d(Pl, Pg) = d(P2, P3) = d(P3, P4) > d(P4, Pl)
e d(P1,P3) = d(Pa, Ps)
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Brak trapezéw rozmiaru € (Matschke (2011))

Brak trapezéw rozmiaru € (Matschke (2011))

Niech v bedzie krzywa Jordana S! — R?. Jedli istnieje takie 0 < £ < 27, ze ¥ nie zawiera
specjalnego trapezu rozmiaru ¢, to da sie w « wpisa¢ kwadrat.
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Brak trapezéw rozmiaru € (Matschke (2011))

Niech v bedzie krzywa Jordana S! — R?. Jedli istnieje takie 0 < £ < 27, ze ¥ nie zawiera
specjalnego trapezu rozmiaru ¢, to da sie w « wpisa¢ kwadrat.

Istnieje silniejsza wersja - wystarczy, ze ilos¢ takich specjalnych trapezéw jest parzysta.
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Lokalne monotonicznosci

Lokalna monotonicznos¢
Krzywa 7 : S' — R? nazywamy lokalnie monotoniczna, jezeli dla kazdego x € S, x ma
sasiedztwo U takie, ze istnieje niezerowy wektor p taki, ze |y nie zawiera cieciwy réwnolegtej

do pu.
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Lokalne monotonicznosci
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Lokalne monotonicznosci

Lokalna monotonicznos¢ (Stromquist(1989))

Jesli v 1 ST — R? jest lokalnie monotoniczne, to da sie w v wpisa¢ kwadrat.
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Pierscienie kotowe

Pierscienie kotowe

Jesli v : ST — R? jest wpisany w pierscieniu kotowym, ktérego promien zewnetrznego okregu
jest co najwyzej réwny 1+ /2 promieniowi okregu wewnetrznego, to w ~y da sie wpisa¢ kwadrat.
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Krzywe Jordana na kracie

Rozwazmy teraz krzywe Jordana, ktére sktadaja sie tylko z segmentéw o koncach (x, y) i
(x+1,y) lub (x,y) i (x,y + 1) (mozemy is¢ tylko w gére lub prawo).
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Dla krzywej J, niech o(J) oznacza dtugos¢ boku najmniejszego kwadratu, ktéry w catosci
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Hipoteza kwadratu wpisanego w krate Jordana

Hipoteza

Kazda krzywa Jordana J na kracie zawiera 4 punkty o catkowitych wspétrzednych ktére s3
wierzchotkami kwadratu o boku przynajmniej %
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Hipoteza
Kazda krzywa Jordana J na kracie zawiera 4 punkty o catkowitych wspétrzednych ktére s3
wierzchotkami kwadratu o boku przynajmniej %

Jesli i(J) = 2m, to dtugos¢ boku wynosi najmniej m+/2. Jesli i(J) = 2m + 1, to dtugos¢ boku
wynosi co najmniej 4/m? + (m + 1)2 (najmniejsza mozliwa odlegtos¢ wieksza lub réwna (2’”7\/;1)
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Trojkat wpisany

e Czy da sie wpisa¢ tréjkat w dowolna krzywa Jordana?

W. Buczek (UJ) Inscribed square problem 2020-10-22 15 /18



Trojkat wpisany

e Czy da sie wpisa¢ tréjkat w dowolna krzywa Jordana?

e Czy da sie wpisac tréjkat réwnoboczny w dowolna krzywa Jordana?

W. Buczek (UJ) Inscribed square problem 2020-10-22 15 /18



Trojkat wpisany

e Czy da sie wpisa¢ tréjkat w dowolna krzywa Jordana?
e Czy da sie wpisac tréjkat réwnoboczny w dowolna krzywa Jordana?

e Czy dla dowolnego tréjkata T oraz dowolnej krzywej Jordana -, istnieje taki tréjkat T’
podobny do tréjkata T, ktéry da sie wpisa¢ w ~?

W. Buczek (UJ) Inscribed square problem 2020-10-22 15 /18



Trojkat wpisany

e Czy da sie wpisa¢ tréjkat w dowolna krzywa Jordana?
e Czy da sie wpisac tréjkat réwnoboczny w dowolna krzywa Jordana?

e Czy dla dowolnego tréjkata T oraz dowolnej krzywej Jordana -, istnieje taki tréjkat T’
podobny do tréjkata T, ktéry da sie wpisa¢ w ~?

Nielsen, 1992
Tak.
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Prostokat wpisany

Czy da sie wpisa¢ prostokat w dowolna krzywa Jordana?
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Prostokat wpisany

Czy da sie wpisa¢ prostokat w dowolna krzywa Jordana?

Cole Hugelmeyer, 2018

W kazda krzywa Jordana ~ : ST — R? da sie wpisa¢ prostokat ze wspétczynnikiem proporcji v/3
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Cole Hugelmeyer, 2018

W kazda krzywa Jordana ~ : ST — R? da sie wpisa¢ prostokat ze wspétczynnikiem proporcji v/3

Hipoteza prostokata wpisanego

Dla kazdego r i kazdej krzywej Jordana v : ST — R? da sie wpisa¢ prostokat o wspétczynniku
proporcji r w krzywa ~.
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Liczba kwadratéw wpisanych

Liczba kwadratéw wpisanych (Sagols and Marin, 2009)

Dla kazdego n > 1, da sie skonstruowa¢ krzywa, ktéra zawiera doktadnie n kwadratéw
wpisanych.
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Dziekuje za uwage

Obrazki pochodza z nastepujacych prac:

https://www.math.u-bordeaux.fr/ bmatschke/SurveyOnSquarePeg06.pdf
https://link.springer.com/article/10.1007 /s00454-014-9578-5

https://terrytao.wordpress.com/2016/11/22/an-integration-approach-to-the-toeplitz-square-peg-
problem/comment-474751

http://www-users.math.umn.edu/ kell1642/kelley. hesis. pdf
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