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data Tree= Leaf | Branch Tree Tree

𝑇 = 1 + 𝑇2

𝑇2 − 𝑇 + 1 = 0
𝑇 − ∛−1 𝑇 − ∛−1 = 0

𝑇6 = 1
𝑇7 = 𝑇

∃𝑓: 𝑇7 → 𝑇, 𝑔: 𝑇 → 𝑇7: 𝑔 ∘ 𝑓 = id𝑇7 , 𝑓 ∘ 𝑔 = id𝑇
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𝑓(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) ≔ ((((((7, 6), 5), 4), 3), 2), 1), (1, 2, 3, 4) ≠ (⊥, ⊥, ⊥, ⊥)

𝑓(⊥, ⊥, ⊥, ⊥, (5𝑎 , 5𝑏), 6, 7) ≔ ((((⊥, 7), 6), 5𝑎), 5𝑏)

𝑓(⊥, ⊥, ⊥, ⊥, ⊥, 6, 7) ≔ (((((6, 7), ⊥), ⊥), ⊥), ⊥), 6 ≠ ⊥

𝑓(⊥, ⊥, ⊥, ⊥, ⊥, ⊥, ((((7𝑎 , 7𝑏), 7𝑐), 7𝑑), 7𝑒)) ≔ (((((⊥, 7𝑎), 7𝑏), 7𝑐), 7𝑑), 7𝑒)

𝑓(⊥, ⊥, ⊥, ⊥, ⊥, ⊥, 7) ≔ 7
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𝑇2 = 𝑇 − 1

𝑇7 = 𝑇6 − 𝑇5 = −𝑇4 = −𝑇3 + 𝑇2 = 𝑇

𝑇7 + 𝑇5 + 𝑇4 + 𝑇3 = ⋯ = 𝑇5 + 𝑇4 + 𝑇3 + 𝑇

Kiedy 𝐴 + 𝑋 = 𝐵 + 𝑋 implikuje 𝐴 = 𝐵? Jeśli 𝑋 jest skończone to OK. W tym
przypadku iterowanie nie zadziała.
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𝑇7+𝑇5+𝑇4+𝑇3 = 𝑇6+𝑇4+𝑇3 = 𝑇5+𝑇3 = 𝑇5+𝑇4+𝑇2 = 𝑇5+𝑇4+𝑇3+𝑇

𝑇𝑘+3 + 𝑇𝑘 + 𝑇𝑟 = 𝑇𝑟 , 𝑟 ∈ {𝑘 + 1, 𝑘 + 2}

Co dla pozostałych 𝑟? Korzystamy z faktu że 𝑇𝑟 = 𝑇𝑟−1 + 𝑇𝑟+1.
W szczególności nie da się udowodnić że 𝑇6 = 1🙃

𝑇7 = 𝑇7 + 𝑇4 + 𝑇 = 𝑇
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KiedyOsiemnastowieczna Algebra™ da się przekształcić w legitny dowód?

Półpierścień (przemienny)

Zbiór z wyróżnionymi elementami 0 i 1 i przemiennymi i łącznymi
operacjami+ i ⋅ t.że

0 + 𝑎 = 𝑎 1𝑎 = 𝑎 0 = 0𝑎 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 = 𝑎(𝑏 + 𝑐)

ℕ (obiekt początkowy)

ℕ[𝑥1, … , 𝑥𝑘] (półpierścień wolny nad 𝑘 generatorami)

dowolny pierścień

ℕ ∪ {−∞}, „ + ” ≔ max, „ ⋅ ” ≔ +
dowolna krata z maximum i minimum, „ + ” ≔ ∧, „ ⋅ ” ≔ ∨
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KiedyOsiemnastowieczna Algebra™ da się przekształcić w legitny dowód?

Półpierścień (przemienny)

Zbiór z wyróżnionymi elementami 0 i 1 i przemiennymi i łącznymi
operacjami+ i ⋅ t.że

0 + 𝑎 = 𝑎 1𝑎 = 𝑎 0 = 0𝑎 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 = 𝑎(𝑏 + 𝑐)

Niech 𝑝, 𝑞1, 𝑞2 ∈ ℕ[𝑥] i każdy zespolony pierwiastek 𝑝(𝑥) − 𝑥 spełnia
𝑞1(𝑥) = 𝑞2(𝑥). Co musimy wiedzieć o tych wielomianach żeby równość
zachodziła dla wszystkich półpierścieni?
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Niech 𝑝, 𝑞1, 𝑞2 ∈ ℕ[𝑥] i każdy zespolony pierwiastek 𝑝(𝑥) − 𝑥 spełnia
𝑞1(𝑥) = 𝑞2(𝑥). Wtedy jeśli wielomian 𝑝(𝑥) − 𝑥 ∈ ℤ[𝑥] jest pierwotny (tj.
gcd jego współczynników wynosi 1) i nie ma zespolonych pierwiastków
wielokrotnych, to ta równość zachodzi w dowolnym półpierścieniu.

Dowód dla pierścieni

𝑞1 − 𝑞2 = 𝑓(𝑝 − 𝑥) + 𝑔, 𝑓, 𝑔 ∈ ℚ[𝑥] deg 𝑔 < deg (𝑝 − 𝑥)

Każdy z pierwiastków 𝑝 − 𝑥 jest pierwiastkiem 𝑞1 − 𝑞2 więc jest również
pierwiastkiem 𝑔. Stąd 𝑔 = 0. Jeśli 𝑓 ∈ ℤ[𝑥] to OK. Else piszemy 𝑓 ≕ 𝑓/𝑘,
𝑓 ∈ ℤ[𝑥] pierwotny. Wtedy mamy

𝑘(𝑞1 − 𝑞2) = 𝑓(𝑝 − 𝑥)

z lematu Gaussa (iloczyn wielomianów pierwotnych jest pierwotny) mamy
𝑘 = ±1.
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Niech 𝑝, 𝑞1, 𝑞2 ∈ ℕ[𝑥] i każdy zespolony pierwiastek 𝑝(𝑥) − 𝑥 spełnia
𝑞1(𝑥) = 𝑞2(𝑥). Wtedy jeśli wielomian 𝑝(𝑥) − 𝑥 ∈ ℤ[𝑥] jest pierwotny (tj.
gcd jego współczynników wynosi 1) i nie ma zespolonych pierwiastków
wielokrotnych, to ta równość zachodzi w dowolnym półpierścieniu.

𝑥 = 2 + 𝑥 + 2𝑥2 ⇒ 𝑥 = 1 + 𝑥 + 𝑥2

nie zachodzi dla 𝑥 = 0 ∈ ℤ2

𝑥 = 1 + 3𝑥 + 𝑥2 ⇒ 𝑥 = 1 + 2𝑥

nie zachodzi dla 𝑥 = 𝑇 ∈ ℤ[𝑇]/ 1 + 2𝑇 + 𝑇2
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