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Twierdzenie

Nulistellensatz Hilberta: Zatézmy, ze F jest ciatem algebraicznie
domknigtym. Niech P,Q, ..., Q) € F|xy,...,x,] beda takimi
wielomianami n. zmiennych o wspétczynnikach z ciata &, ze

P(ay,...,a,) =0 dla kazdego (a,,...,a,) € F" spetniajacego réwnosci
Qj(ay,...,a,) =0dlal < j<n. Wowczas istnieja: liczba naturalna | oraz
wielomiany R, ..., Ry, € F|xy,...,x,], dla ktérych zachodzi réwnos¢

P'=R\Q + -+ RyQy
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Twierdzenie

Combinatorial Nullstellensatz: Niech P € F [z, ..., x,| bedzie
wielomianem n zmiennych o wspétczynnikach z ciata & . Zatézmy, ze
stopieri deg(P) = N > 1, przy czym dla pewnych liczb catkowitych
nieujemnych kq, ... , k,,, spetniajacych Zyzl k; = N, wspdfczynnik stojacy
przy jednomianie x’fl o zn Jest niezerowy. Jezeli zbiory A, ..., A, C T
spetniaja |A;| > k; dla 1 <1i < n, to istnieje taki punkt

(ay,...,a,) € Ay X x A, , ze P(ay,...,a,) #0

n’
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Wielomiany P w obu twierdzeniach odpowiadaja sobie, przyjmujemy, ze

k = n i wielomiany @, ..., Q,, z twierdzenia 1 definiujemy jako wielomiany
jednej zmiennej:
Qi(z;) = H (z; —s).
seS;

Nastepnie zaktadamy, ze wielomian P # 0 zeruje si¢ na zbiorze 5, ... S,,,
ktéry jest tutaj jednoczednie zbiorem wszystkich wspélnych zer
wielomianéw @, ..., Q,,, co jednak prowadzi do konkluzji, ze P =0 iw
efekcie do sprzecznosci. Warto réwniez zauwazy¢, ze w twierdzeniu 2 nie
trzeba zaktadad algebraicznej domknietosci ciata F.
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Induckcja po stopniu wielomianu P.
@ Dla deg(P) =1 trywialne.
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Induckcja po stopniu wielomianu P.
© Dla deg(P) = 1 trywialne,

@ Dla deg(P) > 1 dowdd nie wprost - wielomian zeruje sie w kazdym
punkcie.
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Dowdd dla deg(P) > 1.
Bez strat ogdélnosci mozemy zafozy¢, ze potega k; > 0. Wybierzmy zatem

a € A, oraz zapiszmy:
P: ($1_a>Q+R

Mozemy zauwazy¢, ze R nie jest zalezny zmiennej x,. Z zatozen wynika
wiec, ze () posiada jednomian xlfl a:fi" 0 niezerowym wspdtczynniku oraz
deg(Q) = deg(P) — 1.
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Dowdd dla deg(P) > 1.

Wezmy wiec teraz dowolny z € a x Ay X --- X A, oraz podstawmy do
naszego réwnania. Z zafozenia, ze P(z) = 0, wynika ze R(x) réwniez musi
by¢ réwne 0. Jednakze R nie jest zalezne od x; z czego wynika, ze zeruje
sie réwniez na kazdym elemencie (A; — {a}) x Ay x --- x A,,. Podstawmy
zatem do réwnania dowolne = € (A4; —{a}) x Ay x --- x A,,. Skoro x; —a
ma warto$¢ r6zng od 0, to Q(x) = 0. Jest to sprzecznoéé z zatozeniem
indukcyjnym dla @.
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Definicja wielomianu f dla grafu G:
Kazdemu wierzchotkowi v; mozemy przypisa¢ zmienna x,,a nastepnie
stworzy¢ iloczyn réznic zmiennych na koncach kazdej krawedzi:

fe(zy, . 2,) = H (3%_%‘)-
i<j{v;,v;}€E
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fe(@ysmy,) = H (xi_xj)
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fe(@y, o my,) = H (fCi_fL’j)

i<j,{v;,v;}€E
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fa(@y, 29,25, 24) = (21 — ) (21 — 23) (29 — T3) (29 — 24) (T3 — 24)

Mozemy zauwazyc, ze w f; istnieje jednomian —z,z,232,. Dzigki tej
obserwacji i aplikacji Combinatorial Nullstellensatz mozemy zauwazy¢, ze
graf ten mozna pokolorowaé trzema kolorami.
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@ Zastosowania - Dowéd hipotezy Erdos Heilbronn
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Twierdzenie

Niech p bedzie liczbg pierwsza, A oraz B niepustymi podzbiorami Z,,.
Niech

C ={r €2, x = a+ bdlapewnycha € A,b € B,a # b},

wtedy
|C| = min(p, |A] + |B| —3)
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Mozemy zatozy¢, ze p > 2.
Jezeli min(p, |A| + |B| —3) = p to dla dowolnego g € Z,, zbiory Ai g— B

maja co najmniej dwa wspdlne elementy. Wezmy teraz a € A,a # 3.
Wtedy g = a + b dla pewnego b € B. Z tego wynika, ze g € C, wigc

=12,
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Jezeli min(p, |A| 4+ |B] — 3) < p oraz twierdzenie nie jest prawdziwe,
istnieje wtedy zbiér D C C oraz |D| = |A| + |B| — 4. Zdefiniujmy
nastepujaco dwa wielomiany

P(z,y) = [[(z+y—d) i Qz,y) = P(z,y)(z —y).

deD

Zauwazmy, ze P(a,b) = 0 dla dowolnego a € A,b € B,a #+ b, zatem
Q(a,b) = 0 dla dowolnego a € A,b € B. Zauwazmy, ze wspdtczynnik przy
riyl w P(x,y) jest réwny (‘?l) jezeli z+] = |D|. Jezeli wiec

i+ 7 =|D|+1, to wspétczynnik przy z'y? w Q(z,y) jest réwny

(lD‘) (‘D|) co natomiast jest réwne 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

i= |D‘2+1 w Z,,. Jednakze skoro |D| + 1 = |A[| + |B| — 3 to jeden z
wspbtczynnikéw przy zl41=1ylBI=2 Jub 2!A1=2¢BI=1 jest niezerowy.
Uzywajac wiec Twierdzenia 1 oraz faktu, ze deg(Q) = |A| + |B| — 3
otrzymujemy sprzecznos¢.
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