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Zabranianie trójk¡tów

Twierdzenie Mantela

Ka»dy graf, niezawieraj¡cy ∆ ma co najwy»ej bn2
4
c kraw¦dzi.

Dowód

Niech G = (V ,E ). Poniewa» G nie zawiera trójk¡tów, s¡siedztwo
wierzchoªka x : N(x) jest zbiorem niezale»nym dla ka»dego x .

Niech A ⊆ V - maksymalny zbiór niezale»ny w G .

d(x) ≤ |A| ∀x
Niech B = V \ A. Poniewa» A nie zawiera »adnych kraw¦dzi, ka»da
kraw¦d¹ z G musi dotyka¢ zbioru B : albo jest to kraw¦d¹ z B do A,
albo wewn¡trz B .
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Zabranianie trójk¡tów

Dowód - c.d.

Mamy zatem:

|E | ≤
∑

x∈B d(x) ≤ |A||B| ≤
⌊(
|A|+|B|

2

)2⌋
= bn2

4
c

Przykªad grafu realizuj¡cego maksimum

Graf dwudzielny o zbiorach wierzchoªków równych rozmiarów (±1) z
wszystkimi mo»liwymi kraw¦dziami.
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Zabranianie klik

Tn,r

Niech Tn,r oznacza peªny n - wierzchoªkowy graf r - dzielny z cz¦±ciami
wielko±ci bnr c lub d

n
r e.

T10,3
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Zabranianie klik

Twierdzenie Turána

Niech G b¦dzie grafem o n wierzchoªkach, niezawieraj¡cym Kr+1.
Wówczas e(G ) ≤ e(Tn,r ),
gdzie e(A) oznacza ilo±¢ kraw¦dzi w gra�e A.
W szczególno±ci, dla r = 2 dostajemy twierdzenie Mantela.

Dowód

Indukcja. Zauwa»my, »e je±li n ≤ r , to teza w oczywisty sposób
zachodzi. Zakªadamy wi¦c, »e n > r .

Niech G b¦dzie grafem z najwi¦ksz¡ mo»liw¡ ilo±ci¡ kraw¦dzi,
niezawieraj¡cym Kr+1.
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Zabranianie klik

Dowód - c.d

Zauwa»my, »e Kr ∈ G .

W przeciwnym przypadku dodanie kraw¦dzi do G nie stworzyªoby
Kr+1 w G (powiedzmy, »e dodajemy (a, b); je±li po jej dodaniu
powstaªa Kr+1, to znaczy, »e zarówno a jak i b musi nale»e¢ do tej
kliki i by¢ poª¡czony z wszystkimi jej wierzchoªkami; to oznacza, »e
przed dodaniem (a, b), nale»aªy ju» one do Kr ).

Niech A b¦dzie zbiorem wierzchoªków kliki Kr z G i niech B = V \ A.
Poniewa» Kr+1 6∈ G , ka»dy v ∈ B ma co najwy»ej r − 1 s¡siadów w A.
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Zabranianie klik

Dowód - c.d.

Zatem:
e(G ) ≤

(r
2

)
+ (r − 1)|B|+ e(B) ≤

≤
(r
2

)
+ (r − 1)(n − r) + e(Tn−r ,r ) = e(Tn,r ).

Pierwsza nierówno±¢ to suma kraw¦dzi w A, mi¦dzy A i B i w B .

Druga zachodzi z zaªo»enia indukcyjnego, dla B .

Ostatnia równo±¢ zachodzi, bo gdy usuniemy po 1 wierzchoªku z
ka»dej cz¦±ci Tn,r , usuniemy

(r
2

)
+ (r − 1)(n − r) kraw¦dzi.(r

2

)
to kraw¦dzie mi¦dzy wierzchoªkami usuwanymi.

Dla ka»dego usuni¦tego x , ilo±¢ kraw¦dzi do pozostaªych
(nieusuni¦tych) wierzchoªków to n − n

r − (r − 1), wi¦c sumarycznie
rn − n − r2 + r = (r − 1)(n − r).
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Zabranianie trójk¡tów - hipergrafy

Uogólnienie dla hipergrafów

Jaka jest maksymalna ilo±¢ kraw¦dzi w n wierzchoªkowym 3 - regularnym
(ka»da kraw¦d¹ zawiera dokªadnie 3 wierzchoªki) hipergra�e, który nie
zawiera czworo±cianu?

Czworo±cian

Przez �czworo±cian� w hipergra�e rozumiemy 4 wierzchoªki {x , y , z , t}
poª¡czone kraw¦dziami, które s¡ trójkami z tego zbioru; innymi sªowy, te
kraw¦dzie to (x , y , z), (x , z , t), (x , y , t), (y , z , t).

Problem jest otwarty. Znamy ograniczenia z góry i z doªu na ilo±¢ kraw¦dzi
w stosunku do maksymalnej mo»liwej; odpowiednio 0.555 i 0.562.
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Zabranianie czworo±cianu - ograniczenie z doªu

Ograniczenie z doªu

Prosta konstrukcja: dzielimy wierzchoªki na zbiory równej wielko±ci
(V1,V2,V3) i dodajemy kraw¦dzie (x , y , z) je±li:

x , y , z s¡ w ró»nych cz¦±ciach

x , y ∈ V1 i z ∈ V2

x , y ∈ V2 i z ∈ V3

x , y ∈ V3 i z ∈ V1
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Zabranianie czworo±cianów

Konstrukcja

Bartosz Wodzi«ski June 9, 2021 10 / 21



Zabranianie dowolnych podgrafów

Jak du»o kraw¦dzi mo»e mie¢ G je±li nie zawiera H jako podgrafu?

Zaªó»my, »e G ma n wierzchoªków i niech ex(n,H) oznacza najwi¦ksz¡
mo»liw¡ ilo±¢ kraw¦dzi w G pod warunkiem, »e nie zawiera H.

Z poprzednich twierdze« wiemy, »e
ex(n,Kr+1) = e(Tn,r ) = (1− 1

r + o(1))
(n
2

)
.

Niech χ(G ) oznacza liczb¦ chromatyczn¡ grafu G .

Mo»emy ªatwo oszacowa¢ ex(n,H) z doªu zauwa»aj¡c, »e je±li H ⊆ G ,
to χ(H) ≤ χ(G ).

Wówczas je±li χ(H) = r + 1, to Tn,r nie zawiera H.

Zatem ex(n,H) ≥ e(Tn,r ) = (1− 1

r + o(1))
(n
2

)
, dla r + 1 = χ(H).

Czy mo»na lepiej?
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Zabranianie dowolnych podgrafów

Twierdzenie (Erd®s�Stone�Simonovits)

Dla ka»dego grafu H mamy:

limn→∞

(
ex(n,H)

(n2)

)
= 1− 1

χ(H)−1 .

Dowód

Skomplikowany; u»ywa lematu Szemerédiego o regularno±ci.

Wnioski

Dla H = K3 = ∆: limn→∞

(
ex(n,H)

(n2)

)
= 1

2
.

Dla H = K4: limn→∞

(
ex(n,H)

(n2)

)
= 2

3
.

Dla H - grafu Petersena: limn→∞

(
ex(n,H)

(n2)

)
= 1

2
.
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Zabranianie dowolnych podgrafów

Pokolorowany graf Petersena
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Zabranianie podgrafów dwudzielnych

Szacowana ilo±¢ kraw¦dzi bez podgrafu dwudzielnego

Powy»sze twierdzenie niewiele nam mówi o maksymalnej ilo±ci
kraw¦dzi w przypadku kiedy H jest dwudzielny. Dostajemy tylko, »e
wynosi on o(n2), czyli prawie nic.

Ustalenie dokªadniejszego wyniku (czyli jak ma si¦ on do n) jest
problemem otwartym.

Mo»emy stara¢ si¦ uzyska¢ pewne przybli»enie rozwa»aj¡c peªne grafy
dwudzielne - je±li G nie zawiera grafu dwudzielnego, to nie zawiera te»
tego grafu z dodanymi kraw¦dziami.

Zatem, niech Ks,t b¦dzie peªnym grafem dwudzielnym o zbiorach
wierzchoªków wielko±ci s i t.
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Zabranianie peªnych grafów dwudzielnych

Problem Zarankiewicza

Niech G nie zawiera Ks,t jako podgrafu. Jak¡ maksymaln¡ ilo±¢ kraw¦dzi
mo»e mie¢ G?

Komentarz

Jest to problem otwarty.

Znane jest oszacowanie z góry (K®vári�Sós�Turán, 1954 - twierdzenie

KST): je±li 1 ≤ s ≤ t, to ex(n,Ks,t) ≤ Cn2−
1
s dla pewnej staªej C .
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Zabranianie peªnych grafów dwudzielnych - zastosowania

Problem "unit distance"

Mamy zbiór punktów na pªaszczy¹nie. Ile mo»e by¢ maksymalnie par
punktów oddalonych od siebie o 1?

Komentarz

Nie jest znany wynik dla dowolnego n. Znamy wyniki dla maªych n.
Przykªadowe optymalne kon�guracje na nast¦pnym slajdzie.

Najlepsze znane ograniczenie z doªu wynosi n1+
c

log log n i pochodzi od
Erd®sa z 1946r (krata

√
n ×
√
n odpowiednio przeskalowana).

Najlepsze ograniczenie z góry wynosi O(n
4
3 ).

Bartosz Wodzi«ski June 9, 2021 16 / 21



Zabranianie peªnych grafów dwudzielnych - zastosowania

Przykªady
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Zabranianie peªnych grafów dwudzielnych - zastosowania

Powi¡zanie z zabranianiem podgrafów dwudzielnych

Niech zbiór punktów na pªaszczy¹nie b¦dzie zbiorem wierzchoªków
grafu G , a kraw¦dzie b¦d¡ mi¦dzy (x , y) ⇐⇒ d(x , y) = 1.

W G nie ma K2,3.

Dzi¦ki temu mo»emy zastosowa¢ twierdzenie KST i otrzyma¢, »e

e(G ) = O(n
3
2 ) - gorsze oszacowanie ni» najlepsze znane, ale ci¡gle

dobre.
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Zabranianie peªnych grafów dwudzielnych - zastosowania

Problem "Point-line incidences"

Mamy zbiór P : |P| = m punktów na pªaszczy¹nie, zbiór L : |L| = n
prostych.
Jaka jest maksymalna ilo±¢ par (p ∈ P, l ∈ L) takich, »e p le»y na l?

Komentarz

Trywialne ograniczenie z góry: mn.

Optymalne ograniczenie z góry: O(m
2
3 n

2
3 + m + n) - Twierdzenie

Szemerediego - Trottera.

Poka»emy sªabsze ograniczenie wynikaj¡ce z twierdzenia KST.
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Zabranianie peªnych grafów dwudzielnych - zastosowania

"Point-line incidences" - komentarz

Tworzymy graf dwudzielny z osobnym zbiorem wierzchoªków dla
punktów i osobnym dla prostych.

Kraw¦d¹ (p, l) jest gdy p le»y na l .

Zatem ilo±¢ par prostych / punktów takich, »e punkt le»y na prostej to
ilo±¢ kraw¦dzi w tym gra�e.

Nie zawiera on K2,2, bo 2 punkty de�niuj¡ prost¡, a proste musz¡ by¢
ró»ne od siebie.

Zatem twierdzenie KST daje nam ograniczenie: e(G ) ≤ C (n + m)
3
2 .
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�ródªa

Referat na podstawie

https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/

18-217-graph-theory-and-additive-combinatorics-fall-2019/

lecture-notes/MIT18_217F19_ch2.pdf

https://link.springer.com/chapter/10.1007%

2F978-1-4613-0039-7_4
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