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Plan prezentacji

@ Definicje i przyktady
o Zformutowanie gtéwnego wyniku pracy

@ Opracowanie dowoddéw ciekawszych czesci



Definicje i przyktady

Przypomnienie:

Alfabet - pewien skonczony zbiér.
Litera - element alfabetu.
Stowo skornczone- ciag skonczony liter.

Konkatenacja stéw skonczonych u i v - stowo powstate po
przeczytaniu najpierw u pdzniej v, oznaczamy uv

Stowo puste, oznaczamy przez e.

A* - zbidr wszystkich stéw skonczonych nad alfabetem A.

Jezyk - podzbiér A*.

Podsfowo - u € A* jest podstowem v € A* jedli v mozemy zapisaé
v = xuy dla pewnych x,y € A*.

Prefiks, sufiks - jw. tylko odpowiednio x =€ iy =e€.

Podstowo, prefiks lub sufiks, s3 wtasciwe - jesli nie s3 réwny catemu
stowu.



Definicje i przyktady (cont.)

Stowa nieskonczone:
@ Stowo nieskonczone - nieskonczony ciag elementéw alfabetu.
@ AY - zbidr wszystkich stéw nieskoniczonych na alfabecie A.
o Jezyk - podzbiér A“.

o Konkatenacja uv - jak na stowach skonczonych tylko dopuszczamy,
ze v jest nieskonczone.

@ Podstowa, prefiksy, sufiksy - tak samo jak dla stéw skonczonych.



Definicje i przyktady (cont.)

Stowa nieskonczone c.d.:

@ Morfizm - funkcja h : A* — B* taka ze dla kazdych dwéch u, v € A*,
h(u)h(v) = h(uv). Méwiac inaczej, h to funkcja zdefiniowana przez
jej wartos¢ na literach.

@ Granica w nieskoinczonoséci ciggu stow wy, wo, ws - - - takiego, ze w;
jest wtasciwym prefiksem wj;1 bedzie stowo nieskonczone, ktére ma
kazde w; jako prefiks.

@ Dla litery a € A i morfizmu h: A* — A*, jedli a jest prefiksem
wiasciwym h(a) (wtedy granica istnieje), definiujemy
h*(a) = limp_c h"(a).



Definicje i przyktady (cont.)

Niech morfizm h: {0,1}* — {0,1}* bedzie dany przez:

h(0) = 01
h(1) =10
Woéwczas:
ht(0) = 01
h?(0) = 0110
h3(0) = 01101001
A wiec:

h*(0) = 0110100110010110 - - -

h*(0) jest znane jako stowo Thuego-Morse'a.



Definicje i przyktady (cont.)

Unikanie powtérzen:

@ r-potega czy r-powtdrzenie stowa u - stowo v powstate po r-krotnej
konkatenacji sfowa u, oznaczamy v = u" (na potrzeby prezentac;ji
r € N,). Np. (ab)(ab)(ab) = (ab)3.

@ 2-powtdrzenia nazywamy czasem kwadratami, a 3-powtdrzenia
szeScianami.

@ Stowo jest r-wolne jesli nie zawiera niepustego r-powtdrzenia jako
podstowa.



Definicje i przyktady (cont.)

Wieki i esencje:

@ Wiekiem stowa nieskonczonego w nazwiemy zbiér wszystkich
skonczonych podstéw w.

@ Esencja stowa nieskonczonego w nazwiemy zbiér wszystkich
skonczonych podstéw w wystepujacych w w nieskoiczenie wiele razy.



Rozwazane jezyki

Przyjmujemy alfabet trzyelementowy A = {1,2,3}, wéwczas

@ L niech bedzie zbiorem wszystkich 2-wolnych stéw nieskonczonych
nad A.

o Niech {wy, wo,- - wi}, wéwczas Ly, w,...w, to bedzie podjezyk L stéw,
ktére nie zawieraja zadnego w; jako podsfowa.

Zajmowa(': bgdziemy SIQ L, L121, L121’323 oraz L121’212



Gtéwny rezultat

equiva.lence classes L L]_gl Ll‘gl,gz;; L|21|2|:_r
with respect to

final segments 2« 2% 2 Pad
age g 2w b 2¢
esgence g 2 1 1

Rysunek: Tabelka przedstawiajaca wynik, Zrédfo: omawiana praca



3 propozycje

Propozycja 1
Jest nieprzeliczalnie wiele stow w L1271 303.

Propozycja 2
Jest nieprzeliczalnie wiele stow w L1217 303 takich, ze kazde dwa majg rézne

wieki.

Propozycja 3
Kazde dwa stowa z L121 303 majg ta sama esencje




Dowody Propozycji 1 i 2

Zdefiniujmy morfizmy fy, go : A* — A*:

fo(1) = 123
f(2) = 13
fo(3) =
go(1) =2
g0(2) =31
go(3) =321



Dowody Propozycji 1 i 2 (cont.)
Najpierw 3 techniczne lematy ((prawie) bez dowodéw):

Lemat 1

Niech v € A* bedzie 2-wolnym stowem nie zawierajacym 121 ani 323 jako
podsfowa, a ¢ € {fy, go}. Wowczas ¢(v) jest wolnym od kwadratéw
stowem nie zawierajacym 121 ani 323 jako podstowa. Zachodzi réwniez
f5°(1), 86'(3) € Li21,323.

Lemat 2

| \

Niech v € A* bedzie niepustym, 2-wolnym sfowem nie zawierajacym 121
ani 323. Niech w = 323v. fo(w) jest wéwczas 2-wolne stowem nie
zawierajacym 323 ani 121

Lemat 3

| \

Niech w = u323v dla u,v € A* niepustych, wéwczas fo(w) ma kwadrat.




Dowdd Lematu 3.

Jezeli w ma kwadrat to fy(w) ma kwadrat. Zatézmy, ze w jest 2-wolne,
woéwczas 323 musi byé otoczone 1-ami, ale wéwczas w zawiera 13231, a
f(13231) = 1232132123, a wiec zawiera 321321.

O]




Dowéd Propozycji 1
o f2(v) zaczyna sie 1 (jezeli v jest niepuste)
o Zdefiniujmy morfizmy o = f3 i u1 = f2go
o Zdefiniujmy funkcje ¢ : {0,1}* — A* rekurencyjnie:

¢(e) =1
$(0v) = po(d(v))
P(1v) = pa(e(v))
e Z Lematu 1. (prawdziwy réwniez dla go) mamy, ze ¢(v) jest
2-wolnym stowem nie zawierajagcym 121 ani 323.

@ ¢ zachowuje relacje bycia prefiksem, tj. jesli u jest prefiksem v to
¢(u) jest prefiksem ¢(v).
Zauwazmy, ze jesli v = ux, to
O(v) =ty (s (s (- - oy (@(x)) -+ )
= funy (Pousy (s (- - ,Uum(]-xl) )
= p(u)x”



Dowéd Propozycji 1 (cont.)

@ Skoro tak, mozemy dla v = viva--- v, -+ stowa nieskofnczonego,
gdzie v; € {0, 1} zdefiniowac ¢(v) = limp_oo d(viva - -« vp).

o Kazde dwa takie ¢(v) sa rdézne jedli v sa rdzne, a wiec mamy
nieprzeliczalnie wiele réznych stéw w L1 323.



Dowdd Propozycji 2

o Zdefiniujmy gy : A* — A*

323w’ dla w=123w’
gi(w) =

w wpp.

o Definiujemy ho = 5 i hy = f02g1f53

@ Definiujemy ¢ : {0,1}* — A* tak jak poprzednio tylko za pomoca hg i
h

@ Podobnie jak poprzednio mamy nieprzeliczalnie wiele stéw z L121 303

@ Chcemy jeszcze dodatkowo powiedzie¢, ze maja one rézne wieki.

e Wezmy u,v € {0,1}*, u # v. Zatdzmy ze u = ujup - - - ux0x, a
v=uitp---ucly, dla uj € {0,1} i wezmy 1) = hy hy, - - - hy, . A wiec

p(u) = (p(0x)) i d(v) = ¥(p(Ly)). Twierdzimy, ze 1(f2(323)) jest
podstowem ¢(v) ale nie ¢(u).



Dowéd Propozycji 2 (cont.)

o Okazuje sie, ze jedli Y(f?(v)) zawiera ¥(f#(323)) to v zawiera 323.
e Przypomnijmy, ze ¢(u) = Y(fF(f$(¢(x)))) z Lematu 3 mamy, ze
f5(4(x)) nie zawiera 323 ,w $érodku” (inaczej ¢(u) miatoby kwadrat),

zaczyna sie 1 wiec nie zawiera 323 na poczatku, a wiec nie zawiera
323, a wiec ¢(u) nie zawiera 1 (f2(323)).

o Z kolei ¢(v) = ¥(fE(g1(f3(¢(y))))) na pewno zawiera ¥(f£(323)),
gdyz f2(¢(y)) zaczyna sie 1, wiec f3(¢(y)) zaczyna sie 123, a wiec
1(f3(¢(y))) zaczyna sie 323.



Dowdd Propozycji 3

Okazuje sie, ze Propozycje 3 mozna sprowadzi¢ do ponizszego lematu.

Niech n € N, jesli v € L121 323 to istnieje sufiks v formy f)'(w) gdzie
w € L121,323




Dowdd Propozycji 3 - dowdd Lematu 4

@ Zapiszmy v jako v = 1b;1bylbs---1b,1--- gdzie b; nie zawiera 1.
@ Potencjalne 2-wolne 1b; to 1, 12, 13, 123, 132, 1232, 1323.
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Dowdéd Propozycji 3 - dowdd Lematu 4 (cont.)

@ v nie moze zawieraé 11, 121, ani 1323, a wiec zostaja A = 13,
B =123, C =132, D =1232.

e BD = (123)(123)2, BA1 = 12(31)(31) maja kwadraty, wigc B musi
wystepowac przed C.

e AC = (13)(13)2 i DC1 = 12(321)(321) maja kwadraty, wiec C musi
wystepowaé po B.

@ A wiec mamy bloki A, BC i D.



Dowdéd Propozycji 3 - dowdd Lematu 4 (cont.)

Ale A= £2(3), BC = f2(1), a D = £2(2).

A wiec v = fZ(w) dla pewnego w.

e fy(w) nie moze zawieraé¢ 121 ani 323 (2 wystepuje albo jako cze$é
fo(1) = 123, albo jako jako f(3) = 2, a wiec nastepna litera to 1 albo
2, a poprzednia 2 albo 3).

fo(w) musi by¢ 2-wolne, w przeciwnym przypadku v nie bytoby.

Indukcja daje Lemat 4.



